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persamaan pembezaan tak linear. Oleh kerana penyelesaian analitik bagi sistem ini
lazimnya tidak diperoleh secara langsung, kaedah penyelesaian numerik diperlukan
untuk menghampiri trajektori wabak. Kajian ini bertujuan untuk membandingkan
prestasi kaedah Runge-Kutta tertib keempat (RK4) dan kaedah peramal-pembetul Heun
dalam menyelesaikan model SIR bagi penularan COVID-19 di Pulau Pinang, Malaysia.
Data harian COVID-19 dari 1 Januari 2023 hingga 30 November 2023 digunakan dalam
simulasi dengan tetapan parameter yang sama bagi kedua-dua kaedah. Keputusan
simulasi menunjukkan bahawa kedua-dua kaedah menghasilkan trajektori wabak yang
hampir seragam serta meramalkan hari puncak jangkitan yang sama. Nilai maksimum
individu dijangkiti yang diramalkan ialah 373,458 kes menggunakan kaedah RK4 dan
372,957 kes menggunakan kaedah Heun, dengan perbezaan yang sangat kecil. Analisis
ralat mutlak turut menunjukkan bahawa kedua-dua kaedah memberikan anggaran yang
hampir dengan data sebenar, di mana kaedah Heun menunjukkan sedikit kelebihan
pada fasa awal simulasi. Secara keseluruhannya, walaupun kaedah RK4 mempunyai
ketepatan teori yang lebih tinggi, kaedah Heun memberikan prestasi yang setanding
dalam konfigurasi langkah masa yang digunakan. Kajian ini menyumbang kepada
pemahaman tentang pemilihan kaedah numerik yang sesuai dalam pemodelan
epidemiologi serta menyediakan panduan praktikal bagi simulasi trajektori wabak
berasaskan data sebenar.

At the end of 2019, the emergence of SARS-CoV-2 led to the global COVID-19 pandemic,
prompting extensive use of epidemiological models to understand disease transmission
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dynamics. Among these models, the Susceptible-Infected-Recovered (SIR) framework is
widely applied to describe the evolution of infectious diseases through systems of
nonlinear ordinary differential equations. Since analytical solutions are generally
unavailable, numerical methods are required to obtain approximate solutions. This
study aims to compare the performance of the fourth-order Runge—Kutta (RK4) method
and the Heun predictor—corrector method in solving the SIR model for COVID-19
transmission in Penang, Malaysia. Daily COVID-19 data from 1 January 2023 to 30
November 2023 were utilized, and simulations were performed using identical
parameter settings for both numerical approaches. The results indicate that both
methods produce highly consistent epidemic trajectories, with identical peak infection
Keywords: timing. The predicted peak number of infected individuals was 373,458 using RK4 and
372,957 using the Heun method, showing only a marginal numerical difference.
Absolute error analysis further demonstrates that both methods closely approximate the
observed data, with the Heun method exhibiting slightly better agreement during the
early phase of the outbreak. Overall, the findings suggest that while RK4 theoretically

COVID-19; epidemiologi; kaedah
peramal-pembetul Heun; kaedah
Runge-Kutta; model SIR

COVID-19; epidemiology; Heun provides higher-order accuracy, the Heun method offers comparable performance under
predictor-corrector method; Runge- the selected time-step configuration. This study contributes to the understanding of
Kutta method; SIR model numerical method selection in epidemiological modeling and provides practical insight

for simulation-based pandemic analysis.

1. Pengenalan

Kemunculan virus baharu SARS-CoV-2 di Wuhan, Wilayah Hubei, China pada Disember 2019 telah
mencetuskan satu krisis kesihatan global yang tidak pernah dialami dalam sejarah moden. Virus ini
menyebabkan penyakit COVID-19, iaitu penyakit pernafasan yang mempunyai kadar
kebolehjangkitan yang tinggi serta potensi komplikasi serius, khususnya dalam kalangan individu
berisiko tinggi. Dalam tempoh yang singkat, jangkitan ini merebak merentasi sempadan negara dan
seterusnya diisytiharkan sebagai pandemik oleh Pertubuhan Kesihatan Sedunia [1,2]. Pengisytiharan
tersebut menandakan bahawa penularan penyakit ini bukan lagi bersifat tempatan atau serantau,
tetapi telah menjadi ancaman kesihatan awam pada skala global. Penyebaran COVID-19 memberi
kesan yang besar terhadap sistem kesihatan, struktur sosial dan kestabilan ekonomi banyak negara
termasuk Itali, Amerika Syarikat dan Malaysia [3,4]. Bagi membendung penularan jangkitan, pelbagai
langkah kawalan telah diperkenalkan seperti penjarakan sosial, sekatan pergerakan, kuarantin,
penggunaan pelitup muka dan kempen vaksinasi [5]. Walaupun langkah-langkah ini berkesan dalam
mengurangkan kadar jangkitan pada peringkat tertentu, pelaksanaannya turut memberi kesan
langsung terhadap operasi hospital, kapasiti rawatan serta kesejahteraan masyarakat secara
keseluruhan [6,7]. Keadaan ini menuntut satu pendekatan yang sistematik dan berasaskan bukti bagi
memahami corak penyebaran penyakit serta merancang intervensi yang bersesuaian.

Dalam konteks ini, epidemiologi memainkan peranan penting dalam menganalisis taburan, corak
dan faktor yang mempengaruhi penyebaran penyakit berjangkit. Melalui analisis data dan
pendekatan kuantitatif, epidemiologi berupaya menerangkan pola serta dinamika penularan
jangkitan dalam populasi dari masa ke semasa [8,9]. Dalam konteks ini, model matematik berfungsi
sebagai kerangka formal untuk memodelkan interaksi antara individu terdedah, dijangkiti dan pulih,
serta untuk menganalisis perubahan struktur populasi akibat penyebaran penyakit. Model ini
membolehkan penyelidik menganggar kadar penularan, kadar pemulihan serta meramalkan
trajektori wabak berdasarkan parameter tertentu. Salah satu model asas yang paling banyak
digunakan dalam kajian epidemiologi ialah model Susceptible-Infected-Recovered (SIR). Model ini
membahagikan populasi kepada tiga kompartmen utama, iaitu individu terdedah (Susceptible),
individu dijangkiti (Infected), dan individu pulih (Recovered). Peralihan antara kompartmen ini
digambarkan melalui sistem persamaan pembezaan biasa tak linear yang bergantung kepada
parameter kadar penularan dan kadar pemulihan. Walaupun model SIR bersifat ringkas dari segi
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struktur, ia berupaya memberikan gambaran awal yang jelas tentang dinamika penyebaran penyakit
dalam populasi yang homogen.

Namun demikian, sistem persamaan dalam model SIR lazimnya tidak mempunyai penyelesaian
analitik tertutup, terutamanya apabila parameter atau struktur model diperluaskan. Keadaan ini
menjadikan kaedah penyelesaian numerik sebagai pendekatan utama dalam mendapatkan anggaran
penyelesaian fungsi populasi terhadap masa. Keputusan simulasi yang diperoleh melalui kaedah
numerik kemudiannya digunakan untuk menganalisis puncak jangkitan, tempoh wabak dan kesan
perubahan parameter terhadap trajektori penyakit. Oleh itu, pemilihan kaedah numerik yang sesuai
adalah amat penting dalam memastikan ketepatan dan kestabilan simulasi model epidemiologi.
Kaedah yang berbeza mempunyai tertib ketepatan, ralat pemangkasan dan ciri kestabilan yang
berlainan. Perbezaan ini boleh mempengaruhi bentuk lengkung epidemik yang dihasilkan serta
anggaran masa dan magnitud puncak jangkitan. Justeru, kajian perbandingan antara kaedah numerik
yang berbeza adalah relevan bagi menentukan pendekatan yang paling sesuai untuk sesuatu konteks
data dan populasi.

1.1 Permasalahan Kajian

Kebanyakan model epidemiologi seperti model SIR dirumuskan dalam bentuk sistem persamaan
pembezaan biasa tak linear. Dalam banyak keadaan, penyelesaian analitik bagi sistem ini sama ada
tidak wujud atau terlalu kompleks untuk digunakan secara praktikal [10]. Oleh itu, kaedah
penyelesaian numerik digunakan secara meluas untuk menghampiri penyelesaian sistem dan
menganalisis tingkah laku dinamik populasi dari semasa ke semasa. Pelbagai kajian terdahulu telah
menunjukkan keberkesanan pendekatan numerik dalam pemodelan epidemiologi. Mangal et al., [11]
membincangkan penggunaan kaedah pembezaan berangka dalam model SIRS bertertib pecahan,
manakala ilhan dan Sahin [12] menggunakan siri Morgan-Voyce melalui teknik kolokasi untuk
menyelesaikan model SIR. Prathom dan Jampeepan [13] pula mencadangkan pendekatan siri
Dirichlet bagi mendapatkan penyelesaian model SIR dan SEIR. Selain itu, kajian oleh Azri et al., [14]
serta Salaudeen et al., [15] membuktikan bahawa kaedah numerik mampu menghasilkan simulasi
yang realistik terhadap penularan COVID-19 di Malaysia.

Antara kaedah numerik yang sering digunakan dalam penyelesaian persamaan pembezaan biasa
ialah kaedah Runge-Kutta tertib keempat (RK4) dan kaedah peramal-pembetul Heun. Kaedah RK4
dikenali kerana ketepatan tertib keempat serta keseimbangan antara ralat pemangkasan dan kos
pengiraan. Kaedah ini menggunakan empat cerun perantaraan dalam setiap langkah masa bagi
menghasilkan anggaran yang lebih tepat. Sebaliknya, kaedah Heun ialah kaedah tertib kedua yang
menggunakan mekanisme peramal dan pembetul untuk meningkatkan ketepatan berbanding
kaedah Euler klasik. Walaupun tertib teorinya lebih rendah, kaedah Heun sering menunjukkan
kestabilan yang baik dalam keadaan tertentu.

Walau bagaimanapun, perbandingan sistematik antara kaedah RK4 dan kaedah peramal-
pembetul Heun dalam konteks data sebenar COVID-19 di Pulau Pinang masih belum dibincangkan
secara khusus dalam literatur sedia ada. Kebanyakan kajian terdahulu lebih menumpukan kepada
pembangunan atau pengubahsuaian struktur model epidemiologi, manakala analisis perbandingan
kaedah penyelesaian numerik berdasarkan data tempatan adalah terhad. Selain itu, ketepatan teori
sesuatu kaedah tidak semestinya menjamin prestasi praktikal yang lebih baik kerana keberkesanan
numerik turut dipengaruhi oleh saiz langkah masa, nilai parameter epidemiologi serta sifat dinamik
sistem yang dimodelkan. Oleh itu, wujud keperluan untuk menilai secara empirikal kestabilan dan
ketepatan kaedah numerik dalam konteks aplikasi sebenar.
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Pulau Pinang dipilih sebagai kawasan kajian kerana ciri demografi dan kepadatan penduduknya
yang tinggi serta ketersediaan rekod data COVID-19 yang konsisten sepanjang tempoh kajian.
Persekitaran ini menyediakan asas yang sesuai untuk menilai kesesuaian praktikal kedua-dua kaedah
dalam menggambarkan trajektori wabak sebenar. Sehubungan itu, kajian ini bertujuan untuk
menjalankan analisis perbandingan antara kaedah RK4 dan kaedah Heun dalam menyelesaikan
model SIR bagi penularan COVID-19 di Pulau Pinang. Perbandingan dilakukan berdasarkan ketepatan
simulasi terhadap data sebenar serta keupayaan kedua-dua kaedah dalam meramalkan magnitud
dan tempoh puncak jangkitan. Kajian ini menyumbang kepada literatur pemodelan epidemiologi
dengan menyediakan penilaian empirikal terhadap prestasi praktikal kaedah numerik dalam konteks
data tempatan, sekali gus membantu dalam pemilihan pendekatan penyelesaian yang sesuai untuk
aplikasi epidemiologi sebenar.

Objektif kajian ini adalah seperti berikut:

1. Meneroka dan membandingkan ketepatan kaedah Runge-Kutta tertib keempat dan kaedah
peramal-pembetul Heun dalam penyelesaian model SIR.

2. Menilai kesesuaian praktikal kedua-dua kaedah dalam menggambarkan dinamik penularan
COVID-19 di Pulau Pinang berdasarkan data sebenar.

2. Metodologi Kajian
2.1 Model SIR

Kajian Model SIR adalah salah satu model asas dalam penyelidikan epidemiologi dan digunakan
untuk membangunkan pelbagai model lain [16]. Model matematik ini pertama kali diperkenalkan
oleh Kermack & Anderson [17] pada awal abad ke-20 dan sejak itu telah digunakan secara meluas
dalam kajian epidemiologi untuk memahami dan meramalkan penyebaran penyakit berjangkit dalam
populasi. Secara ringkasnya, model SIR membantu pemahaman berkaitan perkembangan dan
dinamik wabak dari semasa ke semasa. Seiring dengan perkembangan masa, model SIR klasik telah
diperluas dengan penggabungan struktur umur, tingkah laku sosial, dan taburan ruang,
menjadikannya lebih relevan untuk menggambarkan situasi dunia sebenar yang kompleks [18].

Dalam model SIR, individu dalam populasi dikategorikan berdasarkan status mereka berkaitan
dengan penyakit: 'Susceptible' (terdedah), 'Infected' (terjangkit), dan 'Recovered' (pulih). Mereka
yang berada dalam kumpulan 'Susceptible' adalah berisiko untuk dijangkiti penyakit, manakala
'Infected' merujuk kepada mereka yang telah dijangkiti dan mampu menyebarkan penyakit kepada
orang lain. 'Recovered' pula terdiri daripada individu yang telah sembuh dan lazimnya memiliki
imuniti terhadap penyakit tersebut. Perubahan dalam komponen-komponen ini digambarkan
melalui persamaan pembezaan tidak linear yang menentukan kadar peralihan individu.

Dalam konteks pandemik COVID-19, model SIR telah digunakan secara meluas untuk mengira
kadar jangkitan berdasarkan faktor tingkah laku sosial melalui penjarakan sosial dan penggunaan
pelitup muka, serta kadar pemulihan yang dipengaruhi oleh keberkesanan rawatan dan imuniti
semula jadi. Dengan menggabungkan parameter-parameter yang lebih spesifik ini, model SIR
membantu menghasilkan ramalan yang lebih tepat mengenai trajektori wabak dan berfungsi sebagai
panduan penting dalam merangka strategi pencegahan untuk mengawal penyebaran COVID-19. Hal
ini membantu analisis mengenai keberkesanan strategi kawalan seperti vaksinasi, penjarakan sosial,
kuarantin, dan langkah-langkah pencegahan lain [19].

Kami menggunakan model epidemiologi klasik SIR dengan dua parameter untuk menganalisis
dinamik penularan COVID-19 di kawasan metropolitan Pulau Pinang, Malaysia. Penyebaran penyakit
berjangkit dalam populasi tersebut diwakili oleh sistem persamaan pembezaan, yang
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menggambarkan perubahan bilangan individu dalam setiap kategori iaitu 'Susceptible' S, 'Infected'
I, dan 'Recovered' R. Persamaan-persamaan ini adalah seperti berikut:

das S(t)I(t

i 1)
dr _ Bs()I(t)

% =—0——YI®) (2)

di mana S(t) mewakili bilangan individu yang terdedah kepada penyakit pada masa t,
I(t)mewakili bilangan individu yang sedang dijangkiti pada masa t, dan R(t) merujuk kepada
bilangan individu yang telah pulih pada masa t. Jumlah populasi keseluruhan diwakili oleh N, N =
S + 1 + R. Manakala parameter § ialah kadar penularan penyakit, dan y ialah kadar pemulihan.
Figure 1 menunjukkan ilustrasi skematik yang menggambarkan aliran individu melalui status
terdedah, dijangkiti, dan pulih. Aplikasi model SIR dalam kajian ini bergantung pada beberapa
anggapan utama: (i) populasi, kadar penularan, dan kadar pemulihan dianggap tetap sepanjang
tempoh kajian. (ii) individu yang pulih memperoleh imuniti sepenuhnya terhadap penyakit itu.

gsh" — BISIlI] — kg —ylIl —

Terdedah Dijangkiti Pulih
Fig. 1. llustrasi skematik komponen-komponen model SIR

2.2 Kaedah Peramal-Pembetul Heun

Kaedah peramal-pembetul Heun juga dikenali sebagai kaedah Euler terbaik kerana kaedah ini
ialah versi lanjutan daripada kaedah Euler klasik dan lebih praktikal apabila ketepatan diperlukan.
Kaedah ini terbahagi kepada dua fasa utama iaitu fasa peramal yang menggunakan cerun awal untuk
menganggar penyelesaian pada titik masa berikutnya, dan fasa pembetul yang menggunakan cerun
purata daripada fasa peramal untuk memperbaiki anggaran sebelumnya. Dalam pembentukan
kaedah Heun, kaedah Euler digunakan untuk mengira cerun pada satu titik y,, yang kemudian
digunakan untuk menghampiri penyelesaian pada titik masa berikutnya y,, ;. Formula bagi kaedah
Euler adalah seperti berikut [20]:

Yn+1 = Vn + hf(tni yn) (4)

di sini, y,,+1 mewakili nilai anggaran penyelesaian pada titik masa seterusnya, y, adalah nilai
penyelesaian semasa, h adalah panjang selang masa (juga dikenali sebagai langkah masa), t,, merujuk
kepada titik masa semasa, dan f(t,, y,,) ialah fungsi yang menggambarkan kadar perubahan pada
titik (¢, ¥n)-

Sebagai kaedah yang berasaskan proses iteratif, kaedah Heun memerlukan syarat awal (t,, y,)
iaitu nilai permulaan model tersebut untuk menghampiri penyelesaian persamaan pembezaan.
Formula untuk peramal Heun y. | dan pembetul Heun y£, ; adalah seperti berikut:

Yns1 = Yn + hf (b0, ) (5)
Vi1 = Y+ 2 [f (b ) + F(tnsr, V241 (6)

86



Journal of Advanced Research in Applied Sciences and Engineering Technology
Volume 57, Issue 5 (2026) 82-96

Jika diperhatikan, formula peramal Heun dalam Eq. (5) adalah sama dengan formula Euler dalam
Eq. (4). Kaedah Heun menggunakan cerun purata sebagai langkah pembetulan, yang meningkatkan
ketepatan anggaran yang diperoleh pada setiap langkah. Eg. (6) menunjukkan bahawa nilai
penyelesaian suatu titik itu y5,; hanya bergantung pada penyelesaian peramalnya y,fﬂ dan
anggaran sebelumnya y,,. Walaupun kaedah numerik Heun merupakan salah satu pendekatan yang
praktikal, namun ketepatan kaedah ini bergantung kepada saiz langkah masa h. Saiz langkah yang
lebih kecil akan menghasilkan anggaran yang lebih tepat, namun memerlukan lebih banyak iterasi
untuk mencapai ketepatan yang dikehendaki dan boleh meningkatkan beban pengiraan secara
signifikan. Kaedah Heun ini boleh digunakan untuk menyelesaikan model SIR yang telah dinyatakan
dalam Egs. (1) — (3). Pada permulaan pemerhatian iaitu t = 0, bilangan awal individu yang terdedah,
dijangkiti, dan pulih masing-masing ditunjukan sebagai S(0), 1(0), dan R(0). Model itu boleh
ditransformasikan ke dalam bentuk iteratif menggunakan langkah-langkah berikut:

Langkah pertama melibatkan pengiraan cerun awal bagi setiap persamaan pembezaan.

Kls = fl (tnﬁ Snt In; Rn)
Kll = fZ (tn' Snr Int Rn)
KlR = f3 (tn'Sn' InJ Rn)

. ds dI dR
Dalam persamaan di atas, f; merupakan e f> merupakan Py dan f; merupakan T Langkah kedua
ialah pengiraan nilai perantaraan menggunakan kaedah Euler serta nilai cerun yang diperoleh dalam
langkah pertama.

Sﬁljl—lir =S, + hKls
IS5 = [, + hK]
RS = Ry + hKf

Langkah ketiga melibatkan pengiraan pada titik perantaraan menggunakan hasil daripada langkah
kedua.

S _ Euler jEuler pEuler
KZ - fl(tn + h! Sn+1 ) In+1 ) Rn+1

I _ Euler jEuler pEuler
KZ - fz(tn + h' Sn+1 rIn+1 'Rn+1

R _ Euler jEuler pEuler
KZ - f3(tn + hr Sn+1 ) 1n+1 ) Rn+1)

Akhirnya, penyelesaian dikira dengan mengambil purata daripada dua cerun yang diperoleh dalam
langkah pertama dan ketiga.

h
Sn+1 = Sn + E(Kls + KZS)
h
In+1 = In + E(Kll + KZI)
h

Rn+1 = Rn +E(K1R +K2R)

Dalam proses ini, penyelesaian bagi S,,; 1, I,+1, dan R, ., dikemas kini pada setiap langkah masa,
dari t, sehingga t,, dimanat, = t,_; + h. Nilai SE4¢", IEY¢" dan REYS" merujuk kepada penyelesaian

pada peringkat peramal bagi setiap komponen, manakala S, 1, I,,+1, dan R,,,; ialah penyelesaian
pada peringkat pembetul. Kaedah peramal-pembetul Heun dilaporkan mempunyai ralat
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pemangkasan tempatan O(h?), yang bermaksud bahawa ketepatan anggaran penyelesaian
bertambah baik secara kuadratik apabila saiz langkah h dikurangkan [21]. Ini menunjukan bahawa
kaedah ini lebih tepat berbanding kaedah Euler yang hanya mempunyai ralat pemangkasan tempatan
0(h).

2.3 Kaedah Runge-Kutta Tertib Ke-4

Kaedah Runge-Kutta tertib keempat (RK4) sering menjadi pilihan kerana kecekapan pengiraan
dan ketepatannya, tanpa memerlukan saiz langkah yang sangat kecil [22, 23]. |la dicadangkan pada
awal abad ke-20 oleh dua ahli matematik Jerman, Carl Runge dan Martin Kutta. Kekuatan RK4 terletak
pada keupayaannya untuk mengira penyelesaian pada langkah masa berikutnya dengan mengira
kecerunan penyelesaian pada beberapa titik perantaraan dalam setiap langkah. Ini memberikan
maklumat numerik yang penting di antara dua langkah masa berturut-turut [24, 25]. Dengan
menggabungkan penilaian ini dan maklumat numerik antara dua langkah masa, RK4 secara efektif
mengimbangi pengumpulan ralat dan beban pengiraan.

RK4 memerlukan empat cerun purata berwajaran (K-nilai) dalam sebuah selang masa h. Cerun
pertama K; dikira pada permulaan selang masa, cerun kedua K, dan ketiga K; pada titik pertengahan
dengan menggunakan kaedah Euler, manakala cerun keempat K, dikira pada akhir selang masa.
Cerun-cerun ini kemudiannya digabung untuk pengiraan purata berwajaran untuk menganggarkan
penyelesaian pada langkah masa seterusnya. Strategi ini mengurangkan ralat pemangkasan
tempatan sambil mengekalkan ketepatan pada tertib keempat yang bermaksud bagi setiap langkah
ialah berkadar dengan kuasa empat daripada saiz langkah, O(h*). Dengan syarat awal bagi setiap
komponen, Eq. (7) menunjukkan formula iteratif untuk mencari penyelesaian menggunakan RK4.

Yi+1 = Yi +%(k1 + 2k, + 2k3 + ky) (7)
Di mana

kl :f(thyn)
h hk
k2 :f(tn+EJyn+Tl)
h hk
k3 :f(tn+EJyn+Tz)
k4 :f(tn+hﬂyn+hk3)

Kaedah ini boleh diperluas kepada model SIR dengan menggubah suai Egs. (1) — (3) dengan

menggunakan formula di Eq. (7). Langkah pertama ialah pengiraan cerun pertama bagi semua
komponen.

kig = fl (tn' Snr Inl Rn)
k{ = f2 (tn' Sn' In; Rn)
kR = f3 (tn' Sn' In' Rn)

Langkah pertama untuk kaedah RK4 adalah sama dengan langkah pertama kaedah Heun. Langkah
kedua melibatkan pengiraan titik perantaraan iaitu pada cerun kedua.

h h h h
kS = fo (tn+5,Su + 2SIy + S b, Ry + 2kE)
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h h h h
ke = fy (tn + 5, Sp + 5 kE Iy + 2k, Ry + 2 KE)

h h h h
KE = f3 (ta + 5,50 + 5 k§ L + Sk, Ry + S kE)

Langkah ketiga ialah pengiraan titik perantaraan seterusnya iaitu pada cerun ketiga.

h h h h

kS = fi (tn+5,Sn + 25, I + 2hd, Ry + 2k
h h h h

ke = fy (tn + 5, Sn + K5, Iy + 2 kb, Ry + k)

h h h h
KE = £y (ta + 5,50 + 5 kS, Iy + 2 kb, Ry, + 5 KE)

Langkah keempat melibatkan pengiraan cerun akhir.

ki = fi(ty + h, Sy + hk$, I, + hih, R, + hic§)
ki = fy(ty + h,S, + hks, I, + hk}, R, + hkE)
kR = f5(ty + h, S, + hk3, I, + hk}, R, + hkE)

Langkah terakhir ialah masukkan semua hasil daripada langkah pertama hingga keempat ke dalam
Eq. (7) untuk mendapatkan penyelesaian bagi setiap komponen SIR model.

Sna1 = Sn +2 (k5 + 2k5 + 2k + k)
Lnwr = Iy + = (k + 2K} + 2Kk + k})
Rue1 = Ry +5 (KE + 25 + 2% + k)

RK4 ialah kaedah yang lebih panjang dan terperinci berbanding dengan kaedah Heun kerana ia
melibatkan empat peringkat pengiraan cerun untuk setiap langkah masa. Walaupun RK4 lebih
kompleks kerana ia mempunyai ralat pemangkasan yang lebih rendah berbanding kaedah Heun.

2.4 Reka Bentuk Kajian

Dalam kajian ini, dinamik penularan wabak COVID-19 dimodelkan menggunakan model SIR,
dengan menggunakan data yang dikumpul dari 1 Januari 2023 sehingga 30 November 2023. Data
harian COVID-19 ini diperoleh daripada laman web rasmi Kementerian Kesihatan Malaysia (KKM).
Populasi keseluruhan N dianggarkan sebanyak 1,774,200 orang. Kadar penularan untuk penyebaran
COVID-19 dipengaruhi oleh pelbagai faktor seperti umur, kepadatan penduduk, infrastruktur
kesihatan, amalan sosial dan budaya, liputan vaksinasi, serta kesedaran komuniti. Kadar penularan
ini memberikan maklumat mengenai kelajuan penyebaran jangkitan, manakala kadar pemulihan
memberikan gambaran tentang kelajuan pemulihan individu yang dijangkiti. Kadar pemulihan
pesakit COVID-19 dipengaruhi oleh pelbagai faktor, termasuk tahap jangkitan, umur pesakit,
komorbiditi (penyakit sedia ada), dan sejarah vaksinasi. Walaupun kebanyakan pesakit pulih dalam
beberapa minggu, sebahagian besar mengalami gejala jangka panjang dan keterbatasan fungsi.
Dalam kajian ini, anggaran kadar penularan S ialah 0.0162 dan kadar pemulihan y ialah 0.0069, yang
diambil daripada kajian terdahulu [26, 27]. Nilai § dan y tersebut adalah relevan dengan konteks
kajian ini kerana mempunyai konteks yang serupa dengan kawasan kajian ini.
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Muatkan data kes COVID-19 dari CSV
(SIR Covid Cases.csv)

!

Kira nilai pada hari ke-t:
t=i+h
array_1[i, :] = kaedah_rk4(array_1[i-1, ], h)
array_2[i, :] = kaedah_heun(array_2[i-1, :], h)

Data terdedah = data[cases_susceptible]
Data dijangkiti = data[cases_infectious]
Data sembuh = data[cases_recovered]

Populasi = 1744200

Tukarkan tarikh menjadi 'datetime’, format =%d/%m/%y

'

Tentukan nilai beta dan gamma:
beta = 0.0162
gamma = 0.0069

|

Untuk i dalam julat
(1, jumlah_hari)

sembuh
awal_terdedah = data_susceptible.loc[0]
awal_dijangkiti = data_infectious.loc[0]
awal_sembuh = data_recovered.loc[0]

Plot model SIR dengan kaedah RK4 dan
kaedah Heun

Tetapkan nilai awal untuk yang terdedah, dijangkiti, dan

!

v

Plot perkembangan kes berjangkit dan
kenal pasti puncak

Tentukan bilangan hari:
jumlah_hari = len(dates)
h=20

v

!

Kira dan plot ralat mutlak antara data sebenar
dan ramalan model bagi setiap kaedah

Tentukan fungsi model SIR, fungsi
kaedah RK4, dan fungsi kaedah
peramal-pembetul Heun

v

Papar keputusan dan ralat multak untuk setiap
kaedah

Mulakan array untuk menyimpan keputusan:

array_1 untuk nilai RK4, dan array_2 untuk nilai Heun

Fig. 2. Carta alir bagi pemodelan SIR menggunakan kaedah Runge-Kutta tertib keempat dan

peramal-pembetul Heun

Nilai awal bagi S(0), I1(0), dan R(0) ditetapkan berdasarkan populasi di Pulau Pinang dalam
tempoh 1 Januari 2023 sehingga 30 November 2023. Data yang digunakan termasuk kes jangkitan,
kes pemulihan, kes yang terdedah, dan kes kematian sepanjang tempoh tersebut. Data yang
dikumpul adalah dalam bentuk harian, tetapi analisis model dilakukan setiap 20 hari untuk
mengurangkan sensitiviti terhadap variasi harian yang mungkin tidak signifikan pada skala masa yang
lebih panjang. Oleh itu, h = 20 dianggap sesuai kerana ia memfokuskan kepada trend jangka panjang
dan perubahan dalam dinamik penularan penyakit. Nilai S;,;1, I,,+1, dan R, untuk setiap langkah
masa dikira menggunakan kaedah Heun dan RK4. Hasil yang diperoleh daripada kedua-dua kaedah
ini kemudiannya dibandingkan, dan graf diplot untuk menganalisis ketepatan kaedah-kaedah ini
untuk menentukan kaedah yang paling sesuai bagi menggambarkan dinamik penularan COVID-19 di
Pulau Pinang. Proses metodologi yang telah dijelaskan digambarkan secara skematik dalam Figure 2.
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3. Dapatan Kajian dan Perbincangan

Figure 3(a) menunjukkan lengkung biru yang mewakili bilangan individu terdedah S, dari masa ke
semasa. Pada peringkat awal, hampir keseluruhan populasi berada dalam kompartmen terdedah
sebelum menurun secara beransur-ansur selaras dengan peningkatan kes jangkitan. Lengkung merah
menggambarkan bilangan individu dijangkiti I, yang meningkat dengan cepat sehingga mencapai
puncak sebelum menurun apabila bilangan individu pulih bertambah. Berdasarkan kaedah RK4,
puncak jangkitan diramalkan mencapai 373,458 kes. Lengkung hijau mewakili bilangan individu pulih
R, yang meningkat secara berterusan sehingga menghampiri keseluruhan populasi..

$IR Model Simulation using Runge-Kutta 4th Order Method «10° SIR Model Simulation using Heun's Method
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Fig. 3. Graf model SIR dengan (a) kaedah Runge-Kutta tertib keempat dan (b) kaedah peramal-
pembetul Heun

Figure 3(b) menunjukkan pola dinamik yang sama apabila model SIR diselesaikan menggunakan
kaedah peramal-pembetul Heun. Kaedah ini meramalkan puncak jangkitan sebanyak 372,957 kes
pada hari yang sama seperti kaedah RK4. Persamaan dalam bentuk trajektori serta penentuan hari
puncak menunjukkan bahawa kedua-dua kaedah adalah konsisten dalam menggambarkan
perkembangan wabak. Keputusan simulasi menunjukkan pola dinamik yang konsisten dengan
struktur model SIR, di mana bilangan individu terdedah berkurang selaras dengan peningkatan kes
jangkitan, sebelum jangkitan mencapai puncak dan seterusnya menurun apabila bilangan individu
pulih meningkat. Dinamik ini mencerminkan peralihan populasi antara kompartmen S, I dan R
sepanjang tempoh simulasi serta menandakan kestabilan sistem apabila bilangan jangkitan
menghampiri sifar.

Rajah 4 menunjukkan bahawa trajektori yang dihasilkan oleh kedua-dua kaedah hampir bertindih
sepanjang tempoh simulasi. Sebagai contoh, pada hari ke-20, nilai S yang diperoleh menggunakan
RK4 ialah 1,774,087.62 berbanding 1,774,087.71 bagi kaedah Heun. Perbezaan ini adalah sangat kecil
dan tidak ketara pada skala graf. Pola yang sama diperhatikan bagi kompartmen [ dan R,
menunjukkan bahawa kedua-dua kaedah memberikan hasil yang hampir setara di bawah konfigurasi
parameter dan langkah masa yang digunakan.
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5 10° SIR Model using Heun and RK4 Methods
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Fig. 4. Perbandingan model SIR yang diselesaikan menggunakan kaedah RK4 dan Heun
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Fig. 5. Graf data sebenar dan hasil jumlah individu terdedah yang diperoleh menggunakan
kaedah Heun dan Runge-Kutta tertib keempat untuk 400 hari pertama

Figure 5 membandingkan hasil simulasi dengan data sebenar. Didapati bahawa kedua-dua
kaedah berjaya mengikuti corak umum data yang dilaporkan, dengan kaedah Heun menunjukkan
sedikit kelebihan dari segi kesesuaian terhadap data sebenar bagi tempoh hari pertama hingga hari
ke-150. Walaupun secara teori kaedah RK4 mempunyai ketepatan tertib yang lebih tinggi, hasil kajian
ini menunjukkan bahawa kedua-dua kaedah memberikan prestasi yang setanding dalam konfigurasi
yang digunakan. Perbezaan ini boleh dijelaskan melalui beberapa faktor. Pertama, kelebihan tertib
keempat RK4 menjadi lebih signifikan apabila saiz langkah masa adalah kecil dan sistem menunjukkan
perubahan yang lebih kompleks. Dalam kajian ini, langkah masa yang digunakan adalah tetap dan
berskala sederhana, yang berkemungkinan mengurangkan dominasi kelebihan teori RK4.

Selain itu, ketepatan teori merujuk kepada ralat pemangkasan tempatan terhadap penyelesaian
persamaan pembezaan, manakala penilaian dalam kajian ini dibuat berdasarkan kesesuaian terhadap
data sebenar. Variasi data harian, ketidaktentuan parameter epidemiologi serta ketidakhomogenan
populasi boleh mempengaruhi prestasi praktikal sesuatu kaedah. Tambahan pula, model SIR yang
digunakan adalah model asas dengan parameter tetap, yang mungkin tidak menghasilkan dinamik
yang cukup kompleks untuk menonjolkan perbezaan ketara antara kaedah tertib kedua dan tertib
keempat. Oleh itu, perbezaan kecil yang diperhatikan tidak menunjukkan keunggulan mutlak sesuatu
kaedah, sebaliknya menekankan kepentingan menilai prestasi numerik dalam konteks data sebenar.
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3.1 Implikasi Model

Hasil simulasi yang diperoleh melalui model SIR memberikan gambaran kuantitatif mengenai
trajektori wabak, termasuk anggaran tempoh dan magnitud puncak jangkitan. Maklumat ini penting
dalam menilai tekanan maksimum terhadap sistem kesihatan serta merancang kapasiti rawatan
seperti penyediaan katil hospital dan sumber perubatan. Dengan menggunakan parameter kadar
penularan dan kadar pemulihan yang bersesuaian, model ini boleh berfungsi sebagai alat simulasi
awal untuk mengunjurkan perkembangan wabak dalam tempoh tertentu.

Pendekatan numerik yang digunakan juga membolehkan analisis senario melalui pelarasan
parameter epidemiologi. Sebagai contoh, perubahan kadar penularan boleh digunakan untuk
mensimulasikan kesan intervensi seperti penjarakan sosial, peningkatan liputan vaksinasi atau
pengurangan kadar kontak sosial. Simulasi sedemikian membolehkan penilaian awal terhadap
potensi perubahan trajektori wabak serta kesannya terhadap magnitud puncak jangkitan sebelum
sesuatu dasar dilaksanakan. Dengan mengintegrasikan hasil simulasi ini dalam proses perancangan,
pembuat dasar dapat membuat keputusan yang lebih berasaskan data dan mengurangkan risiko
ketidaksediaan sistem kesihatan semasa fasa kritikal wabak.

3.2 Keterbatasan Kajian

Walaupun model SIR yang digunakan berjaya menggambarkan dinamik umum penularan COVID-
19, kajian ini mempunyai beberapa keterbatasan. Model tersebut mengandaikan populasi tertutup
dengan kadar penularan dan pemulihan yang malar sepanjang tempoh simulasi. Dalam realiti, kadar
ini boleh berubah akibat intervensi kesihatan awam, perubahan tingkah laku masyarakat serta faktor
persekitaran. Selain itu, model SIR asas tidak mengambil kira heterogeniti populasi seperti perbezaan
umur, mobiliti atau tahap imuniti yang berbeza. Andaian homogen ini boleh menyebabkan
penyederhanaan terhadap dinamika sebenar penularan penyakit. Penggunaan model kompartmen
yang lebih kompleks seperti SEIR atau model berstruktur umur berpotensi memberikan gambaran
yang lebih terperinci.

Kajian ini juga bergantung kepada data kes yang dilaporkan secara rasmi, yang mungkin
dipengaruhi oleh kelewatan pelaporan, perubahan definisi kes atau kekangan dalam sistem
pengesanan. Faktor-faktor ini boleh menjejaskan ketepatan anggaran parameter dan seterusnya
mempengaruhi hasil simulasi. Tambahan pula, model ini tidak secara eksplisit mengambil kira kesan
vaksinasi, pelaksanaan sekatan pergerakan atau kemunculan varian baharu virus yang boleh
mengubah kadar kebolehjangkitan. Faktor-faktor tersebut berpotensi mempengaruhi nilai kadar
penularan dan pemulihan secara dinamik sepanjang tempoh kajian. Oleh kerana parameter dalam
model dianggap malar, perubahan struktur akibat intervensi kesihatan awam atau evolusi virus tidak
dimodelkan secara langsung. Oleh itu, hasil simulasi perlu ditafsirkan sebagai gambaran umum
dinamik wabak dalam kerangka parameter purata sepanjang tempoh kajian.

4. Kesimpulan

Kajian ini mensimulasikan dinamik penularan COVID-19 di Pulau Pinang menggunakan model SIR
serta membandingkan prestasi kaedah Runge-Kutta tertib keempat dan kaedah peramal-pembetul
Heun. Kedua-dua kaedah berjaya menggambarkan trajektori wabak secara konsisten dan
memberikan anggaran yang hampir dengan data sebenar, termasuk penentuan tempoh puncak
jangkitan yang sama. Walaupun RK4 mempunyai ketepatan teori yang lebih tinggi, dapatan kajian
menunjukkan bahawa dalam konfigurasi parameter dan langkah masa yang digunakan, kedua-dua
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kaedah memberikan prestasi yang setanding. Perkara ini menekankan bahawa pemilihan kaedah
numerik dalam pemodelan epidemiologi perlu mempertimbangkan konteks aplikasi sebenar dan
bukan hanya tertib teorinya. Kajian ini mempunyai beberapa keterbatasan, termasuk andaian
populasi tetap dan parameter malar sepanjang tempoh simulasi. Namun demikian, analisis yang
dijalankan menyumbang kepada pemahaman tentang kesesuaian praktikal kaedah numerik dalam
pemodelan epidemiologi tempatan serta boleh dijadikan asas untuk kajian lanjutan yang melibatkan
model yang lebih kompleks dan parameter dinamik.
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